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Résumé

Soit V un domaine de valuation. Nous donnons un algorithme pour calculer une base du V-
saturé d’un sous-module de type fini d’'un V-module libre (avec une base éventuellement infinie).
Nous I’appliquons pour calculer le V-saturé d’un sous-V[X]-module de type fini de V[X]" (n € N*).
Ceci permet enfin de calculer un systéme générateur fini pour les syzygies sur V[X] d’une famille
finie de vecteurs de V[X]*.

Mots clés : Saturation, Cohérence, Syzygies, Anneau de valuation, Calcul formel, Algébre constructive.

Abstract

We give an algorithm for computing the V-saturation of any finitely generated submodule of
V[X]™ (n € N*), where V is a valuation domain. This allows us to compute a finite system of
generators for the syzygy module of any finitely generated submodule of V[X]*.

Key words: Saturation, Coherence, Syzygies, Valuation domains, Computer algebra, Constructive Algebra.

Introduction

Cela fait partie du folklore (voir par exemple [3, Glaz, Th. 7.3.3|) que pour un domaine de valua-
tion V, anneau V[X] est cohérent, (i.e., le module des syzygies pour un idéal de type fini de V[X]
est de type fini). Néanmoins la preuve dans la référence citée découle d’un résultat profond et difficile
dans un gros article de Gruson et Raynaud [4]. Et il semble en outre qu’il n’existe pas d’algorithme
dans la littérature existante pour ce résultat remarquable.

Dans le cas des anneaux noethériens cohérents (non nécessairement des domaines de valuation), on
sait que 'anneau de polynomes R[X71, ..., X,,] est également noethérien cohérent. Une preuve construc-
tive se trouve dans [9] et est exposée dans le livre [§]. On peut aussi dans ce cas utiliser les bases de
Grobner, introduites par Buchberger pour les anneaux de polynémes sur des corps (voir par exemple
[T, 15, 0] ).

Néanmoins, la noethérianité n’est pas le fin mot de l'affaire puisque le résultat concernant la cohé-
rence dans le cas des corps s’étend facilement aux anneaux zéro-dimensionnels réduits (aussi appelés
Von Neuman réguliers, ou absolument plats).

Dans [7], un algorithme est donné pour le calcul d’une base de Grébner pour un idéal de type fini
de V[X] dans le cas d’'un domaine de valuation de dimension 1 (non nécessairement noethérien). On
peut en déduire un algorithme pour le calcul d’'un systéme générateur fini pour les syzygies d’un idéal
de type fini de V[X].
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2 Un algorithme pour le calcul des syzygies sur V[X]

Rappelons (voir par exemple [§]) que sur un anneau cohérent tout module de présentation finie M
est un module cohérent (i.e., le module des syzygies pour un sous-module de type fini de M est de type
fini).

Dans l'article présent, nous donnons un algorithme débarrassé de toute hypothése noethérienne,
ainsi que de toute hypothése concernant la dimension de Krull, pour le calcul d’'un systéme générateur
fini des syzygies d’'une famille finie de vecteurs de V[X]*. Nous pensons fournir ainsi par la méme oc-
casion la premiére preuve constructive du résultat (car notre algorithme est prouvé constructivement).

Rappelons d’abord que pour un sous-R-module M d’un module N avec R un anneau intégre, le
R-saturé de M dans N est le R-module

Satg (M) ={z €N |JacR*, ax € M }.

S’il y a plusieurs anneaux en présence, on dira pour préciser le “R-saturé de M dans N”. Dans le cas ou
N est un module libre (de la forme R™ n € N ou R, I infini) on obtient par extension des scalaires
un K-espace vectoriel K@ N ~ K" ou K, ou K est le corps des fractions de R. On a alors aussi
Satr, v (M) = K.M NN, ou K. M est le sous-K-espace vectoriel de K®@ N engendré par M. Le module
M est dit R-saturé s'il est égal a son R-saturé. En général, le R-saturé d’'un R[X]-module de type fini
dans N = R[X]" n’a aucune raison d’étre lui-méme un R[X]-module de type fini, mais c’est ce qui
arrive si 'anneau R est un domaine de valuation V.

Nous donnons dans la section [I] un algorithme incrémental pour calculer une base du V-saturé
d’un sous-module de type fini d'un V-module libre (avec une base éventuellement infinie). Cet algo-
rithme n’est pas un scoop, mais il est mis dans une forme ol nous sommes capables de 'utiliser,
dans la section |2, pour calculer un systéme générateur fini du V[X]-module obtenu en V-saturant un
sous-V[X]-module de type fini de V[X]" (n € N*¥).

Ceci démontre que le V-saturé d'un V[X]-module de type fini dans V[X]" est bien un V[X]-module
de type fini.

Enfin on obtient comme conséquence immédiate, dans la section[3], le calcul d’un systéme générateur
fini pour les syzygies sur V[X] d’une famille finie de vecteurs de V[X]F.

Dans cet article tous les anneaux sont commutatifs et unitaires.

1 Saturation d’un V-module de type fini dans un V-module libre

Terminologie : Nous utiliserons dans cet article la terminologie usuelle de 'algébre constructive
comme dans [§], bien adaptée au Calcul Formel.

Pour un anneau R arbitraire on note R* le groupe multiplicatif des unités de R. L’anneau R. est
dit discret lorsque 'on a un algorithme qui décide si z = 0 ou = # 0 pour un élément arbitraire de R.
Un anneau R est dit local lorsque 'on a de fagon explicite 'implication

Ve,ye R,z +y€eR* = (zeR* V ye RY)
Il revient au méme de demander
VreR,(z e R* V 1+ €RY)
Un anneau local non nul R admet pour unique idéal maximal son radical de Jacobson
RadR)={z€eR|1+2zRCR*}

(pour un anneau arbitraire R cet idéal est égal a I'intersection des idéaux maximaux lorsqu’on se situe
en mathématiques classiques).

L’anneau quotient k = R/Rad(R) est un corps, appelé corps résiduel de R. L’anneau local R est dit
résiduellement discret lorsque I'on a de fagon explicite la disjonction Vo € R, (z € R* V z € Rad(R)).
Dans ce cas le corps résiduel est un corps discret. On a alors un algorithme qui décide la disjonction
“x =0 ou x inversible” pour tout x € k.
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Soit I un ensemble, fini ou infini, muni d’une relation d’ordre total “discréte”, i.e. nous disposons
d’un algorithme qui décide la disjonction

1<j V i=375 V i>j

pour i, 7 € I. On peut alors, pour n’importe quel anneau R, considérer le module libre R dans lequel
on notera (e;);er la base naturelle. Si R est un anneau discret tout vecteur a = ZieJ a;e; dans RY)
(J est une partie finie de I) peut étre testé nul ou non nul, et lorsqu’il est non nul, on peut déterminer
le plus petit indice ¢ pour lequel a; # 0.

Pour déterminer un sous-R-module saturé d’un module libre RY) on fera appel aux lemmes [1] et
suivants.

Lemme 1 Soit R un anneau intégre et N un R-module sans torsion. Si N = M @ P alors M est
saturé dans N.

Dans toute la suite de cette section, on suppose que R est un anneau local intégre résiduellement
discret avec k = R/Rad(R).

Définition et notation 2

1. Un vecteur C' = ), cie; de RU) (que nous voyons comme un vecteur colonne) est dit primitif
s’il est résiduellement non nul, i.e., 'un de ses coefficients est une unité. Dans ce cas-la nous
notons piv(C') le plus petit indice ¢ pour lequel ¢; est résiduellement non nul. C’est [’indice pivot
de C'. Nous notons cpiv(C) (coefficient pivot de C) le scalaire ¢; correspondant.

2. Une famille finie (C*)rere de vecteurs primitifs est dite k-échelonnée si les piv(C*) sont deux
a deux distincts. Une famille k-échelonnée est aussi appelée simplement échelonnée. On note
alors

piv(C) = {in(Ck) ke K } .

Une matrice a coefficients dans R sera dite échelonnée si ses vecteurs colonnes sont primitifs et
forment une famille échelonnée.

3. La famille (C*)rcx est dite en forme k-échelonnée stricte, lorsque K est un ensemble totalement
ordonné, si elle est échelonnée et si en outre, pour j < k dans K le coefficient d’indice piv(C?)
de C* est nul.

Lemme 3 Si une famille finie C = (CF)rcx de vecteurs de RO est k-échelonnée, elle forme une base
du R-module M qu’elle engendre et M admet pour supplémentaire le R-module libre

P:@jeJRej avec J={j€1|j¢piv(C)}.

En outre ’ensemble piv(C) ne dépend que du module M. En effet un indice j est dans piv(C) si et
seulement si il existe un vecteur primitif U dans M avec piv(U) = j.

NB : les deux R-modules libres en question sont automatiquement R-saturés d’aprés le lemme

Démonstration. Nous donnons 'argument lorsque I est fini, mais il s’adapte facilement au cas géné-
ral. Si on ordonne la famille formée des e; pour j € J et des C* pour k € K, en ordre d’indices pivots
croissants. Alors la matrice formée par ces colonnes est résiduellement triangulaire avec des coefficients
inversibles sur la diagonale, donc elle est résiduellement inversible, donc elle est inversible. Ceci montre
que M et P sont supplémentaires et admettent les bases voulues. Le reste est laissé au lecteur. O
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L’algorithme de saturation

Contexte 4 Soit V un domaine de valuation, i.e. un anneau intégre dans lequel pour tous a,b on
aal|boubl| a,ie plus précisément on a un algorithme qui décide (pour a,b donnés dans V) la
disjonction

dreV,a=a2b V dxreV,b=zxa

et fournit l’élément x. On sait que V est un anneau local (supposons a + b inversible, si a divise b il
divise a + b et il est inversible, si b divise a il divise a + b et il est inversible). On note K son corps
de fractions et k son corps résiduel. Comme V est supposé intégre de maniére explicite, le corps K
est un corps discret. On suppose en outre que V est résiduellement discret, ce qui signifie que l'on a
un algorithme pour décider si un élément de V est une unité. En particulier les lemmes [1] et [3 sont
satisfaits avec 'anneau V.

Remarque. Dans un domaine de valuation résiduellement discret, on a un test pour répondre a la
question « a | b7 ». En effet, pour a,b non nuls, si a = bz, alors a | b si et seulement si x est une unité.

On considére un sous-V-module M = Va! +---+Va™ de V. L'objectif de cette section est de
donner un algorithme pour calculer une base du V-saturé de M dans V), V-module que nous notons
de maniére abrégée Sat(M ). En fait, comme seul un nombre fini d’indices sont en cause, on peut aussi
bien supposer que [ est fini et que M est engendré par les colonnes d’une matrice F. Pour visualiser
la chose nous pouvons écrire les lignes de la matrice en ordre décroissant pour les indices.

Une maniére brutale de calculer Sat(M) serait de réduire F' & la forme de Smith par des mani-
pulations élémentaires. On voit alors qu’aprés un changement de base convenable, le module M est
engendré par des vecteurs v; f; (ou les f; forment une partie d’une base et les v; sont non nuls). Dans
ces conditions, la module Sat(M) est simplement le module engendré par ces f;. Ceci nous indique que
Sat(M) est un V-module libre ayant pour supplémentaire un autre V-module libre.

En fait nous préférons procéder de maniére moins brutale et obtenir une base de Sat(M) comme les
vecteurs colonnes d’une matrice k-échelonnée G que nous calculons a partir de F' au moyen d’opérations
trés simples.

Une premiére opération, de réduction d’un vecteur, que nous noterons RedPrim consiste a remplacer
un vecteur a, supposé non nul, par a/u, ot u est un pged de ses coefficients, par exemple u est le coef-
ficient d’indice minimum parmi ceux qui divisent tous les autres, auquel cas le coefficient pivot du
vecteur réduit est égal a 1.

Le traitement que nous faisons subir & la matrice /' pour la ramener & une forme k-échelonnée
stricte G telle que Sat(Im(F')) = Im(G) est la suivante. Elle procéde en traitant une aprés 'autre les
colonnes de la matrice initiale. Notez qu’au départ, la matrice vide est en forme k-échelonnée stricte.

Supposons qu’on ait traité quelques colonnes initiales de la matrice et qu’on ait obtenu une matrice
k-échelonnée stricte avec pour colonnes C1,...,C".

On veut traiter une nouvelle colonne, que 'on appelle C' = )", ¢;e;. On procéde comme suit.

1. Pivot de Gauss : on opére des manipulations élémentaires de colonnes classiques

C .
C«+C—-—=0,
C-]7S
ici s = piv(CY) et ¢js = cpiv(CY). Cette opération est faite successivement avec les colonnes
C',...,C". On obtient alors une colonne C”.

2. Si C' = 0, on ne la rajoute pas. La matrice reste en forme k-échelonnée stricte. Le K-espace
vectoriel engendré par les colonnes C*,...,C", C admet (C!,...,C") pour base.

3. Si C' # 0, on remplace C’ par sa forme réduite primitive C” = RedPrim(C”). Nous rajoutons
alors C” comme derniére colonne C™*! de la matrice. Et la nouvelle matrice est en forme
k-échelonnée stricte. Le K-espace vectoriel engendré par les colonnes C',...,C",C admet
(Ct,...,C",C") pour base.
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Par construction Im(G) est contenu dans Sat(Im(F')) et le V-module Im(G) est saturé parce que
G est en forme k-échelonnée stricte. En fait, aussi bien dans le cas 2. que dans le cas 3., on voit par
récurrence que 'on a bien construit une base du V-saturé engendré par les premiére colonnes (jusqu’a
la colonne C). A la fin du processus on a donc Sat(Im(G)) = Sat(Im(F)). Notre algorithme remplit
bien le but fixé.

Théoréme 5

L’algorithme de saturation décrit ci-dessous calcule, o partir d’une matrice F' a coefficients dans V une
matrice G en forme k-échelonnée stricte telle que Im(G) = Sat(Im(F)).

Cet algorithme est « incrémental » au sens suivant. Si l'on traite une matrice [ Fy | Fy ], on obtient une
matrice [G1 | Ga| o Gy est la matrice obtenue en traitant la matrice F;.

Le lemme suivant nous sera utile dans la prochaine section.

Lemme 6 Dans la procédure “Pivot de Gauss” décrite ci-dessus, si C' est primitif et si l'indice piv(C')
est distinct des piv(C7) pour j = 1,...,r, alors le vecteur C' obtenu est primitif avec piv(C) = piv(C").

Démonstration. On considére I'affectation C' +— C' — ;%Cj oil s = piv(CY) et ¢, est le coefficient de
7,8

C sur la ligne s. Posons ¢ = piv(C). Le coefficient ¢y sur la ligne £ de C est remplacé par ¢, — == - ¢jy,
7,8

ol ¢jy est le coefficient sur la ligne £ de C7. Sil > s, ¢, est résiduellement nul, si £ < s c’est cje qui
est résiduellement nul, dans les deux cas le coefficient ¢, reste résiduellement inchangé. O

2 La V-saturation d’un V[X]-module de type fini

Le travail que nous faisons dans cette section est un peu plus délicat et semble, étrangement, tout
a fait nouveau. Il réalise en Calcul Formel un résultat théorique simple apparemment nouveau, et qui
a fortiori n’avait jusqu’a maintenant aucune preuve constructive.

Théoréme 7 On se situe toujours dans le contexte . Si M est un sous-V[X]-module de type fini de
VI[X]™ alors le V-saturé de M dans V[X]" est également un V[X]-module de type fini.

Remarque. Notons qu’en mathématiques classiques, tout domaine de valuation satisfait les hypothéses
du contexte [4] par application du principe du tiers exclu. Notre preuve constructive du théoréme [7]
fournit donc aussi une preuve en mathématiques classiques sous la seule hypothése que V est un
domaine de valuation. La méme remarque s’applique pour tous les résultats de cet article.

La démonstration du théoréme résulte de la correction de l'algorithme qui calcule un systéme
générateur fini du V-saturé.

Vu comme V[X]-module on a la base naturelle de V[X]" notée (fi,...,f,). Nous nous intéressons
alors & une base naturelle de V[X]" comme V-module, qui est formée par lese; , = X k£, avec Pensemble
d’indice I = [1..n] x N. Nous munissons I de l'ordre lexicographique pour lequel

X< XFf sii<joui=jeth<k

Lorsque le module V[X]™ est vu comme un V-module avec la base naturelle des X k f;, nous parlons
des « coordonnées » sur cette base. Lorsqu’il est vu comme un V|[X]-module avec la base naturelle des
f;, nous parlons des « coefficients » sur cette base.

On dispose au départ d'une liste S = [s!,..., s™] de vecteurs dans V[X]" qui forment un systéme
générateur de M. On suppose sans perte de généralité que m > 1 et que les s* sont non nuls. On note

. k
E=Vs'+... 4+ Vs, E=XE, F,;:ijoEj et G} = Saty vix (F}).
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On peut décrire F}, et G comme les modules images de deux matrices Fj, et Gj. La matrice F}, est
donnée, on la traite au moyen de 'algorithme de saturation de la section précédente, ce qui donne la
matrice Gy.

La question qui se pose est de certifier qu’a partir d’un certain k, rien ne sert de continuer, car
les éléments rajoutés dans la base de G laissent inchangé le V[X]-module engendré (notez que le
V-module G} = Im(G},) grandit a chaque étape car E # 0).

Nous avons besoin de préciser quelques notations. Nous appelons « degré de E » et nous notons d
le plus grand degré d'une des coordonnées de 'un des s*. De la méme maniére, d + k sera le degré de
Ej ou celui de Fj. La matrice Fj peut donc étre vue comme une matrice avec n(1l + d + k) lignes et
m(1 + k) colonnes.

Si a est un vecteur V-primitif de V[X]", et si piv(a) = (j,7) € I nous notons

index(a) := j et PrimMon(a) := r.

L’entier index(a) est appelé 'indez de a, 'entier PrimMon(a) son premier exposant résiduel et le couple
piv(a) est l'indice pivot de a. Tout couple (j,7) € I sert d’indice pour un vecteur X" f; de la V-base
naturelle de V[X]".

Notons Hj, la matrice formée des colonnes que 'on rajoute & Gj_1 pour obtenir la matrice Gy,.

Fait 8 Pour calculer la matrice Giiq & partir de la matrice Gy, au lieu de traiter les générateurs de
Ejy1 (i-e. la liste X¥+1S), on peut se contenter de traiter les vecteurs colonnes de X Hy.

Démonstration. Considérons la procédure simplifiée décrite ci-dessus.

Notons G}, les matrices successives obtenues par cette procédure simplifiée.

On vérifie sans difficulté par récurrence sur k que le K-espace vectoriel engendré par les colonnes de
G, est le sous-espace KF i de K[X]™. En effet, toute colonne réduite a 0 est dans le K-espace vectoriel
engendré par les colonnes précédentes. Et toute colonne non réduite a 0, engendre, modulo les colonnes
précédentes, une fois réduite, le méme K-espace vectoriel que la colonne qui lui donne naissance.

Les colonnes de G}, forment une base d’un sous-V-module saturé de V[X]™, qui est donc égal &
KF; N'V[X]™. Ceci montre que G, = Gy, O

Dans la suite, nous faisons référence a la procédure simplifiée, mais nous notons Hj et Gy au lieu

de Hj, et Gy.

Aux matrices Hi et G nous associons plusieurs entiers :

— L’entier r; est le nombre de colonnes de Gy, autrement dit le rang du V-module libre Im(Gy).

— L’entier ng, nombre d’index pivots présents dans Hy, est le cardinal de I’ensemble des i € [1..n]
tel qu’il existe une colonne C' de Hy, avec index(C') = i. D’aprés le lemme tous les index pivots
présents dans Hy_1 sont présents dans Hj, d’ou 'on déduit par récurrence que ny est aussi le
nombre d’index pivots présents dans Gi. Donc la suite ny est une suite croissante.

— L’entier uy, nombre de coordonnées disponibles pour Gy, au vu de ny, est égal a ng(1 + d + k).
Singi1 =ng on a ugr, = ug + ng.

— L’entier 6y, défaut de Hy, est le nombre de colonnes C de Hy, telles qu’il existe une autre colonne
C’ de Hy, avec index(C) = index(C") et PrimMon(C) < PrimMon(C”). Une telle colonne C' sera
dite surnumeéraire. On a donc r < uy et rp, = rp_1 + Nk + 0.

— Llentier A, = ugy1 — 71 est la place disponible & occuper a létape k 4+ 1 si ng, = ng41.

Sing = ngy1, ona Ap = upy1 — 1k = (U +ng) — (Te—1 + 1k +0k) = up — 761 — 6 = D1 — 0.

Pour visualiser le défaut &, de Hj et la maniére dont il évolue lorsque k augmente nous aurons
recours, aprés la preuve, a des figures illustrant ce qui peut se passer. Mais peut-étre la lecture de la
preuve sera-t-elle facilité si on lit d’abord les commentaires qui accompagnent ces figures.

Le point essentiel est le suivant.

D’apreés le lemmel6], on est certain que lorsque 'on va traiter les colonnes successives de Hy1 = X Hy,
au moyen de Gy, tout pivot (j,r) d’une colonne de Hy se retrouvera, décalé d’un cran, i.e. en position
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(j,r + 1), comme pivot d’une colonne de Hy.1, sauf dans le cas ou il s’agit d’un indice (j,r + 1) déja
présent dans Go. Dans ce dernier cas, ou bien la collision réduit a 0 la colonne de X Hy, (ce qui fait
diminuer le défaut), ou bien un nouveau pivot est occupé par la colonne réduite (et rendue primitive).
Ce nouveau pivot peut avoir deux effets distincts. Ou bien il se produit sur un index déja occupé, et ne
fait pas diminuer le défaut. Ou bien il se produit sur un index inoccupé, dans ce cas, le défaut diminue
de 1 et le nombre nj augmente entre ny et ngi1. On a donc établi la premiére affirmation du lemme
suivant.

Lemme 9 La suite &, est décroissante au sens large. Elle aboutit certainement a 0 pour k assez grand.

Démonstration. On a déja remarqué que si ngr1 = ng et d; > 0 alors Apy1 < Ag. Pour un k assez
grand on obtient donc d; = 0 ou ngy1 > ng. Dans le second cas, on reproduit la situation précédente.
Comme la suite ng est bornée par n, cela ne peut se produire qu'un nombre fini de fois. O

Lemme 10 Sid; = 0 le V[X|-module engendré par Gy, est le V-saturé du V[X]-module engendré par
les s7 donnés au départ. On peut donc arréter l’algorithme.

Démonstration. Puisque la suite d; reste désormais nulle, il suffit de prouver que les colonnes de
Hj 41 sont dans le V[X]-module engendré par les colonnes de G. Or vu le lemme |§|, les colonnes de
Hjy1 sont dans le V-module Im(Gy) + XIm(Hy). O

Un exemple avec des figures.

La figure 1 représente les indices pivots de Go = Hp. Les 6 cercles blancs sont les éléments de
piv(Ho).

Les cercles ou carrés noirs pleins correspondent & des éléments de la V-base ol aucun indice pivot
de G n’est présent. Les carrés noirs sont mis pour les index de pivots non présents : si toute une ligne

p P P p g

est noire, on met des carrés pour insister.
Dans le cas présent on a doncn =5, d =4, ng =4, ro = 6, ug = 20, Ag = 14, §p = 2.

On a entouré d’'un grand cercle les deux éléments piv(Hy) des colonnes surnuméraires, qui corres-
pondent & dy = 2.

index.

n=2>5 d=4 d+1=5
’ é
5 © ¢ [
1 [ J Q [ ]
0 1 2 3 4 5 6 deg (PrimMon)
FIGURE 1 —

La ligne brisée noire joint les piv(C') pour les colonnes non surnumeéraires de Hy.
D’apres le lemme [6] on est certain que lorsque 'on va traiter les colonnes successives de H; = X H
au moyen de Gy, tout pivot (j,r) d’une colonne de Hy se retrouvera, décalé d’un cran, i.e. en position
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(j,7 + 1) comme pivot d’une colonne de Hj, sauf dans le cas ou il s’agit d’un indice (j,7 + 1) déja
présent dans G.

Dans le cas de la figure 1, tous les pivots de Hy a Iexception du pivot (4, 1) se retrouvent décalés

d’un cran dans Hy. En particulier le pivot (5,1) apparaitra dans Hy, et 'on voit que ce sera pour une
colonne surnuméraire (donc 6; > 1).
Lorsqu’on va traiter la colonne XC telle que piv(C) = (4,1), une collision va se produire : un pivot
de Gauss va étre effectué pour réduire a 0 le coefficient en position (4,2) de XC' et la procédure de
saturation va produire, ou bien le vecteur nul (auquel cas §; = 1 et H; n’aura que 5 colonnes, 1 = 11),
ou bien un vecteur C” tel que piv(C”) remplisse une case non occupée dans I’espace a priori disponible
(vecteurs de degré < 5) avec nécessairement piv(C”) ¢ piv(Gyp). Dans ce cas on aura r1 = 12.

Nous allons maintenant examiner trois possibilités pour ce piv(C”), et nous donnons les 3 figures
correspondantes pour Hj. Les pivots de Hy seront des cercles (vides) gris et ceux de Hp des cercles
(vides) noirs. Les carrés ou ronds noirs pleins correspondent de nouveaua des cases vides qui pourraient
a priori étre remplies & I'avenir.

Dans le cas de la figure 2 on a ny = 4, 61 = 2, uy = 24, Ay = 12. Lorsque l'on traitera X H; au
moyen de G, des pivots en positions (1,5), (2,4), (4,4) et (5,4) seront produits dans Hs. Et deux
collisions, respectivement en (2,1) et (5,2), donneront des résultats plus difficiles & prévoir. On pourra
avoir rg = 16 avec d2 = 0, ou ro = 17 (avec d3 = 1 si ng = 4, ou d2 = 0 si ny = 5), ou encore ry = 18.

index

5 o
4 [ ]
3 | ] | ]
2l O
1 [ ] [ ]

0 1 2 3 4 5 6 deg (PrimMon)

FIGURE 2 — Si la collision en (4,2) produit un pivot en position (2,0)

Dans le cas de la figure 3 on a n; = 5, 61 = 1, u; = 30, A; = 18. Lorsque 'on traitera X H;
au moyen de G1, des pivots en positions (1,5), (2,3), (3,4), (4,4) et (5,4) seront produits dans Ho.
Et une collision, en (5,2), donnera un résultat plus difficile & prévoir. Cela pourra réduire le vecteur
a 0, auquel cas d2 = 0, ou produire un nouveau vecteur, auquel cas d9 = 1, car tous les index sont
maintenant occupés par des pivots. Le nouveau vecteur aura a priori pour pivot n’importe lequel des
carrés noirs indiqués sur la figure, ou aussi un pivot de degré 6.

Dans le cas de la figure 4 on a n; = 4 et 61 = 2. Lorsque l'on traitera X H; au moyen de Gj,
des pivots en positions (1,5), (2,4), (4,4) et (5,4) seront produits dans Hy. Et une collision, en (5, 2),
donnera un résultat plus difficile & prévoir. La colonne surnuméraire de pivot (2, 2) ne produira a priori
pas de collision, sauf dans le cas ou la collision certaine, précédemment évoquée, est traitée avant et
donne un vecteur réduit de pivot (2, 3).
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n=>5 d=4 d4+1=5

5 [

0 1 2 3 4 5 6 deg (PrimMon)

FIGURE 3 — Si la collision en (4,2) produit un pivot en (3, 3)

index.
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0 1 2 3 4 5 6 deg (PrimMon)

FIGURE 4 — Si la collision en (4,2) produit un pivot en (2,5)

3 Module des syzygies pour un V[X]-module de type fini

Théoréme 11 On se situe toujours dans le contexte . Sottuy,...,u, € V[X]k etst, ..., s™ e K[X]"

des générateurs du module des syzygies pour (u1,...,u,) sur K[X]. On peut supposer que les s sont
dans V[X]". Alors le module des syzygies pour (u1,...,u,) sur V[X] est égal au V-saturé dans V[ X"
du V[X]-module engendré par s',... s™. En conséquence vu le théorémelj ce module est de type fini.

En particulier V[X] est un anneau cohérent.

Démonstration. Un vecteur f = (f1,...,fn) € V[X]" tel que 3 ; fju; = 0 s’écrit sous forme
f:a131+-"+amsm

avec des a; € K[X]. En multipliant cette relation par un a # 0 convenable dans V, on obtient les

aa; € V[X]. Ceci montre que a f est dans le V[X]-module engendré par les s/. Et donc f est dans le
V-saturé du V[X]-module engendré par les s7. La réciproque est évidente. O
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Ceci conduit & l'algorithme suivant pour calculer un systéme générateur fini du module des syzygies
pour ui, ..., u, € VIX]¥ sur V[X] :
1. Calculer des vecteurs v!,... v™ € K[X]" qui forment un systéme générateur fini du module
des syzygies pour (uq,...,u,) sur K[X].
2. En multipliant chaque v’/ par un a; € K convenable, le remplacer par un s/ € V[X]" primitif.

3. Calculer au moyen de l'algorithme de la section [2] un systéme générateur fini du V-saturé du
V[X]-module (s',...,s™) dans V[X]".

4 Annexe : des codes Magma

Nous présentons dans cette annexe des codes magma pour calculer le V-saturé d’un sous-V|[X]-
module de type fini d’'un module V[X]" (si V est un domaine de valuation résiduellement discret) en

suivant la méthode décrite dans ’article.
Les commentaires sont ou bien sur une ligne, précédés de //, ou bien sur plusieurs lignes, entre les
signes /* et */.

%!'TEX encoding UTF-8 Unicode

EchelonStrict := function(L, vO0)

/* L est une séquence strictement échelonnée de vecteurs (primitifs) de V[X] n,
vO un vecteur de V[X]~"n non nul
On note V.L le sous-V-module de V[X] n engendré par L.
I1 est saturé dans V[X]"n car la séquence L est strictement échelonnée.
La fonction retourne un vecteur v et un booléen.
Le booléen est faux si v est dans V.L + V.v0O, vrai sinon
Si vO est dans V.L, alors v = 0
Sinon, v est primitif, la séquence L’ = (L, v) est strictement échelonnée
et on a Sat(V.L + V.v0) = V.L’

*/
v := v0 ;
for w in L do
index, M, a := PivotAndCoefficient(w) ;
// tuer le coefficient de v en position (index, M)
v := v - a~(-1)*MonomialCoefficient(v[index], M)*w ;

// si v est nul, c’est que vO in L.V
if v eq O then return v, false ; end if ;
end for ;

// Ici, v est non nul. On le rend primitif
¢ := Contenu(v) ; v := QuotientExact(v, c) ;

return v, not IsUnit(c) ;

end function ;

/*
S =s"1, ... , s"m est une séquence dans V[X]™n
On considére dans V[X]"n le sous-V-module engendré par S , X*S , ... , X"k*S

et on note G’_k son saturé (comme V-module) (avec G’_k = {0} pour k < 0)

Dans la suite on calcule une V-base G de G’_k et une liste B dans V[X] n
Cette liste B, extraite de G, suffira & engendrer, comme V[X]-module,

le V-saturé du V[X]-module engendré par S.

*/

/*

Initialisations avec G’_0

On calcule une V-base strictement échelonnée de G’_0

et le début de la liste B qui correspond & G’_0
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On initialise aussi N, qui est le nombre de vecteurs de S
qui restent en vie aprés cette premiére réduction

*/

G := [Universe(8)| ] ; B:= G ;
// G est une liste vide d’objets du type de S
for v in S do

w , new := EchelonStrict(G,v) ;
if w ne O then Append(~G,w) ; end if ;
end for ;

B :=G ; N := #G ;

/* valeurs successives de G : V-base strictement échelonnée du V-module G’_k
valeurs successives de B : G allégée de vecteurs inutiles du point de vue
du V[X]-moule engendré par G’_k
valeurs successives de N : dim_V (G’_k/G’_{k-1}) = nb de cols de H_k =
nombre de vecteurs de X"k*S qui restent en vie
aprés le calcul de G

*/
while true do

// H <-- les N derniers vecteurs de G (= V-base de G’_{k-1}/G’_{k-23})
H := G[#G-N+1 .. #G] ;

// On calcule le défaut et on sort s’il est nul
defaut := Defaut(H) ;

if defaut eq O then break ; end if ;

H := [Xxv : v in H] ;

N :=0 ;

for v in H do
w, new := EchelonStrict(G,v) ;
if w ne O then Append("G, w) ; N := N+1 ; end if ;
if new then Append(”B, w) ; end if ;

end for ;

end while ;
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